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Введение
Достижения в области информационных 
технологий сделали математическое модели-
рование, пожалуй, основным направлением 
в развитии и применении методов анализа 
и синтеза сложных технических систем и их 
элементов, оставляя экспериментальным ме-
тодам исследования лишь часть работ по под-
тверждению или опровержению результатов, 
полученных путём моделирования. Поэтому 
создание математических моделей техниче-
ских систем и их элементов –  важнейшая за-
дача ученых и инженеров. Вид (форма пред-
ставления) математической модели и исполь-
зуемый для её построения математический 
аппарат определяется в первую очередь за-
конами физики, на основе которых создается 
и функционирует данная техническая система 
и её тот или иной элемент.
Математическое моделирование позволя-
ет при минимальных затратах проводить ис-
следования технической системы в любых 
условиях, проводить её доработку, развитие, 
оптимизацию, исследовать одновременно 
и совместно с функционированием реальных 
конструктивных элементов системы (полуна-
турное моделирование).
После определения общего вида матема-
тической модели системы стоит задача приве-
дения её параметров (постоянных и перемен-
ных) в соответствие реальной системе (объ-
екту исследований), чтобы при проведении 
моделирования у модели проявлялись те же 
свой ства, которые интересуют разработчиков 
и исследователей реальной системы. Это явля-
ется задачей идентификации.
Под идентификацией в широком смысле 
понимается получение или уточнение по экс-
периментальным данным модели реально-
го объекта (процесса), выраженной в тех или 
иных терминах (описанной на том или ином 
языке). Идентификацией динамической си-
стемы (процесса) называется получение или 
уточнение по экспериментальным данным 
математической модели этой системы или 
процесса, выраженной посредством того или 
иного математического аппарата [1]. Суще-
ствует большое разнообразие методов иден-
тификации систем. Выбор того или иного ме-
тода идентификации определяется априорной 
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информацией об объекте, способом представ-
ления характеристик объекта и методом прове-
дения эксперимента на объекте [2, 3, 4].
Среди объектов идентификации широкое 
распространение получили интенсивно раз-
вивающиеся в настоящее время беспилотные 
летательные аппараты (БЛА). Достижения 
в области микроэлектроники механики, опти-
ки дали БЛА такие свой ства и возможности, 
которые позволили БЛА при решении ими 
ряда задач выполнять функции, которые пре-
жде были присущи только пилотируемым ле-
тательным аппаратам. В первую очередь это 
относится к задачам мониторинга земной по-
верхности в различных диапазонах волн (оп-
тическом, инфракрасном, радиотехническом) 
благодаря способности БЛА иметь на своем 
борту полезную нагрузку в виде миниатюр-
ной аппаратуры, решающей различные зада-
чи обработки информации и управления. При 
этом к аэродинамическим свой ствам БЛА как 
правило не предъявляются высокие требова-
ния по обеспечению маневренности, как на-
пример, к боевым или пассажирским пилоти-
руемым летательным аппаратам в силу того, 
что БЛА предназначены в первую очередь 
для выполнения узкого круга конкретных за-
дач, полет их обычно производится по про-
стому заданному маршруту. К тому же стои-
мость БЛА должна быть небольшой, чтобы 
в случае его аварии материальный ущерб был 
минимальным.
Следовательно, исходя из этого, конструк-
тивная и аэродинамическая компоновка БЛА 
выбирается как можно более простой. У БЛА 
отсутствуют присущие пилотируемым лета-
тельным аппаратам дополнительные сложные 
аэродинамические поверхности такие, как за-
крылки, предкрылки и т. п. Аэродинамическая 
компоновка БЛА как правило ограничивается 
наличием управляемого стабилизатора (руля 
высоты), элеронами, иногда –  рулем направ-
ления, которые обеспечивают взлет, полет по 
заданной траектории и успешное приземление 
в заданной точке. Изготовление конструкции 
БЛА, выполняющего такие задачи, не пред-
ставляет особых трудностей с учетом того, что 
синтез системы управления полетом и полез-
ной нагрузкой –  отдельная задача.
Синтез подробной математической мо-
дели летательного аппарата с учетом его 
аэродинамических свой ств представляет со-
бой сложную задачу, требующую как мате-
матического описания каждого элемента кон-
струкции, так и описания взаимного влияния 
различных элементов объекта. Для решения 
этой задачи необходимо производить иссле-
дования с помощью специальных аэродина-
мических труб и (или) с помощью сложных 
дорогостоящих компьютерных программ, 
не всегда позволяющих получить адекват-
ные результаты. В то же время для синтеза 
системы управления БЛА, обеспечивающей 
успешный полет и управление полезной на-
грузкой (системой мониторинга) достаточно 
иметь упрощенную приближенную матема-
тическую модель планера БЛА, осуществля-
ющего поступательное и вращательное дви-
жение в пространстве.
Анализ результатов  
экспериментального исследования
Путем полунатурного эксперимента было 
проведено исследование поведение БЛА кон-
кретной аэродинамической и конструктивной 
компоновки при его полете по заданной тра-
ектории в вертикальной плоскости. При этом 
использовалась подробная математическая 
модель движения БЛА в  пространстве, реа-
лизованная с помощью программного пакета 
Matlab- Simulink, описанная в [5]. На рис. 1 
представлены: график изменения во времени 
угла отклонения руля высоты ( )tδ  (нижний 
график) и график изменения во времени ре-
акции БЛА на ( )tδ  в виде изменения угла 
тангажа БЛА ( )tϑ  (верхний график). С уче-
том того, что привод руля в данном случае 
обладает высоким быстродействием, график 
( )tδ  по виду близок к прямоугольному им-
пульсу. Задача состоит в определении при-
ближенной математической модели БЛА при 
заданных входном ( )tδ  и выходном ( )tϑ  










В данной задаче мы имеем объект иденти-
фикации, для которого известны описываю-
щие его динамику операторные (дифференци-
альные) уравнения во временной области, а на 
вход объекта поступает специальный пробный 
сигнал в виде прямоугольного импульса задан-
ной амплитуды.
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В данном эксперименте точные значения 
сигналов получены в дискретные моменты 
времени, которые на графике выделены вер-
тикальными прямыми. Дискретные значения 
векторов k-х моментов времени tk и угла тан-
гажа ϑk имеют вид:
	tk = [0, 0.683, 1.513, 2.133, 3.205, 4.120]Т,  
ϑk = [0, 16.69, 13.78, 13.42, 13.32, 13.23]Т.
Определим связь между зависимой пере-
менной ϑ(t) и независимой переменной t(t) 
на основе известных значений ϑk и tk. Для 
этого используем метод регрессионного ана-
лиза [6] и проведем аппроксимацию значе-
ний ϑk(tk) полиномом вида
 20 1 2( ) ...
n
nA t b b x b x b x ε= + + + + + , (1)
где b0, b1,…, bn –  неизвестные параме-
тры, ε –  случайная ошибка аппроксимации 
с нулевым математическим ожиданием и по-
стоянной дисперсией.
Чтобы не выполнять громоздкие ана-
литические вычисления воспользуемся 
стандартными встроенными функция-
ми системы компьютерной математики 
Mathcad [……]. A(t)	:= interp	(s,	 x,	 y,	 t), где 
s := regress	(x,	 y,	 k) –  встроенная функ-
ция для построения полиномиальной 
регрессии, x –  вектор действительных дан-
ных аргумента,	 y –  вектор действитель-
ных данных значений функции того же 
размера, t –  значение аргумента полинома 
регрессии, при котором вычисляется ин-
терполирующая функция k –  степень ин-
терполирующего полинома. Значения ϑ(0) 
из вектора аппроксимации исключаем, так 
как в соответствии с результатами экспе-
римента (рис. 1) при t	= 0 ϑ = 0.
На рис. 2 представлены результаты аппрок-
симации точек ϑk(tk). При этом наиболее при-
емлемый результат аппроксимации получен 
при степени полинома k	= 4.
Рис. 1. Результаты экспериментальных исследований










Рис. 2. Результаты аппроксимации точек
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Аналитический синтез  
модели движения БЛА
Для получения аналитической зависимо-
сти угла тангажа БЛА ϑ, как и любого лета-
тельного аппарата самолетной аэродинами-
ческой схемы, от угла отклонения руля δ  не-
обходимо рассматривать математическую 
модель движения БЛА, включающую урав-
нения движения центра масс БЛА как твер-
дого тела и уравнения движения БЛА вокруг 
центра масс. Уравнения движения любого 
БЛА представляют собой сложные функцио-
нальные зависимости параметров движения 
БЛА от большого числа аэродинамических 
коэффициентов, представляющих собой 
частные производные соответствующих пе-
ременных. Для решения большинства задач 
управления, оптимизации БЛА, построения 
тренажеров используются различные спосо-
бы аппроксимации аэродинамических коэф-
фициентов [8, 9].
Для получения передаточных функций, 
описывающих взаимозависимости между 
различными переменными, характеризую-
щими движение БЛА в пространстве, не-
обходимо рассматривать линеаризованные 
дифференциальные уравнения движения 
БЛА. При этом как правило рассматривает-
ся так называемая модель короткопериоди-
ческого продольного движения БЛА «в ма-
лом», получаемая из «полной» модели путем 
пренебрежения влиянием приращения ско-
рости БЛА на приращение нормальной пере-
грузки и приращение продольного момента, 
что при постоянной скорости БЛА является 
вполне допустимым.
В работе [8] и других источниках, ссыла-
ющихся на [8], приводятся передаточные 
функции для короткопериодического про-
дольного движения БЛА, которые рассма-
триваются для горизонтального прямолиней-
ного невозмущенного программного движе-
ния БЛА при условии пренебрежения подъ-
емной силой поворотного стабилизатора 
(руля высоты). Передаточную функцию зави-
симости угла ϑ от угла отклонения руля δ  
в ряде работ представляют в форме последо-
вательного соединения усилительного, коле-
бательного, форсирующего звена первого 
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где Kϑδ  –  обобщенный коэффициент уси-
ления, Т1, Т2 –  постоянные времени, ζ –  коэф-
фициент (декремент) затухания, p –  оператор 
преобразования Лапласа.
Для получения передаточной функции 
вала (2) рассматривается линеаризованная ма-
тематическая модель движения БЛА в верти-
кальной плоскости, которая имеет вид [10]:
 a
P XP Y Yy y g
m m m
α δ
α δ−+= + + −  , (3)
( )z z z z z z z
z
z z z z z z
m m m m P Y m m Y m g
I I I mV I I mV I V
ω α α α α δ α δ α
ϑ ω α δ
     + +
= + − + − +    
     
 

 ( )z z z z z z zz
z z z z z z
m m m m P Y m m Y m g
I I I mV I I mV I V
ω α α α α δ α δ α
ϑ ω α δ
     + +
= + − + − +    
     
 
 , (4) 
 z
P Y g Y
mV V mV
α δ
α ω α δ−= − + − . (5)
В выражениях (3)-(5): m –  масса, V –  ско-
рость, zI  –  момент инерции БЛА, P –  сила 
тяги, Y α  и Y δ  –  проекции составляющих аэ-
родинамической силы, вызванные соответ-
ствующими углами α и δ, zm
α , zm
α , zm
ω  –  аэро-
динамические коэффициенты. При обоснова-
нии выражений (3)-(5) в [10] принято, что 
α ϑ θ= − , α ϑ θ= −  , zϑ ω= , y Vθ≈ , 
а с учетом малости углов –  sinα α= , 
sinϑ ϑ= , cos cos 1α ϑ= = , zϑ ω= .
Продифференцируем выражение (4) и под-
ставим в него выражение (5), при этом учтем, 
что 0g =  и 0P Y g
mV V
α
α− + ≈ , так как эти со-
ставляющие угловой скорости направлены 
в разные стороны и приблизительно равны. 
В результате преобразований получим 
выражение:
2 1 0 0 1a a a b bϑ ϑ ϑ δ δ+ + = +    , 
0(0)ϑ ϑ= , 0(0)ϑ ϑ=  , 0(0)ϑ ϑ=  , 0(0)δ δ= . (6)
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Преобразовав выражение (6) по Лапласу 
при нулевых начальных условиях, получим
 22 1 0 0 1( ) ( )p a p a p a b b pϑ δ+ + = + . (7)
Из выражения (6) получается выражение 
для передаточной функции вида (1).
Следует заметить, попытки использовать 
выражения (1) или (7) для компьютерного мо-
делирования движения БЛА связаны с опреде-
ленными трудностями, обусловленными про-
граммной реализацией дифференцирующего 
звена. В цифровой информационной системе 
(компьютере, ЭВМ), классического типа (вы-
полненной по схеме Джона фон Неймана), та-
кого рода операции выполняются приближен-
ными методами, вносящими существенные 
искажения в ожидаемый результат. Кроме того 
наличие в составе W(p) интегрирующего звена 
приводит к искажению динамически изменяю-
щегося выходного сигнала системы.
В то же время при рассмотрении горизон-
тального полета БЛА с нулевым углом накло-
на траектории ( 0θ = ) и с постоянной скоро-
стью, что характерно для БЛА, существенно 
упрощается постановка задачи (α ϑ= , α ϑ=  ) 
и выражение (4) принимает следующий вид 
[10]:
 z z z z
z z z
m m m m
I I I
ω α α δ
ϑ ϑ ϑ δ+= + +

  . (8)
Операторное уравнение в данном случае 
будет иметь вид   
 22 1 0 0( )a p a p a bϑ δ+ + = , (9)
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Таким образом, задача идентификации ма-
тематической модели БЛА сводится к подбору 
коэффициентов колебательного звена Т и ζ, 
так как обобщенный коэффициент Kϑδ  вычис-
ляется как отношение выходного сигнала ко 
входному в установившемся режиме (при 
p	= 0). Коэффициент затухания ζ выбирается 
исходя из требований к переходной характери-
стике системы (величине перерегулирования, 
времени переходного процесса). В инженер-
ной практике, как правило, оптимальным счи-
тают ζ = 0.7. Условием определения значения Т 
будем считать равенство величин выходного 
сигнала ϑ, полученных экспериментальным 
путем и полученным аналитически после 
окончания переходного процесса. Пусть в мо-
мент времени t = 3 с разность между экспери-
ментальным и теоретическим значениями ϑ не 
должна превышать 0.001. Путем компьютер-
ного моделирования (перебором значе-
ний Т) установлено, что при Т = 0.22438 раз-
ность между экспериментальным и теоретиче-
ским значениями ϑ составляет 0.000924.
На рис. 3 представлены графики измене-
ния ( ) kt uδ =  и ( ) kt zϑ = , полученные в среде 
Mathcad, при использовании модели движения 
БЛА в виде (10). Сравнивая графики ( )tδ  и 
( )tϑ , представленные на рис. 1 и рис. 3 видно, 
что эти графики по своей форме схожи между 
собой. Отличия между ними обусловлены при-
нятыми многочисленными допущениями (ли-
неаризация, малость углов и т. д.) при получе-
нии аналитических выражений.










Рис. 3. Результаты математического моделирования
Заключение
На основе результатов экспериментально-
го полунатурного исследования полета БЛА 
решается задача структурной и параметриче-
ской идентификации математической модели 
вращательного движения БЛА в вертикальной 
плоскости пространства. При этом аналитиче-
ски получена передаточная функция рассма-
триваемой системы управления полетом БЛА 
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на основе известной математической модели 
движения БЛА. Аппроксимация полученных 
дискретных результатов экспериментальных 
исследований полиномом четвертого порядка 
позволила получить непрерывную функцию 
изменения выходного параметра, используе-
мого для идентификации искомой передаточ-
ной функции. Обоснованы соответствующие 
допущения, принятые при решении задачи, 
в качестве которых рассматривались линеари-
зация, заданный диапазон условий примене-
ния БЛА, пренебрежение некоторыми факто-
рами, оказывающими незначительное влияние 
на конечный результат.
Результаты компьютерного моделирования 
подтвердили обоснованность применения син-
тезированной математической модели БЛА, 
полученной на основе структурной и параме-
трической идентификации, для решения задач, 
не требующих подробного исследования аэро-
динамических свой ств БЛА. Данный подход 
может использоваться для получения упро-
щенных математических моделей, которые 
применяются для решения задач синтеза и оп-
тимизации систем управления не только БЛА, 
но и других динамических объектов.
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